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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik p > 0 und R
ein kompletter, diskreter Bewertungsring der Charakteristik 0 mit maxima-
lem Ideal m, der k als Restklassenkorper besitzt, also & = R/m. Einen solchen
Ring gibt es immer; man kann zum Beispiel den Ring W(k) der Wittvektoren
iiber £ nehmen. Mit K sei der Quotientenkorper von R bezeichnet.

Sei 8 — Spec(R) ein Schema iiber R. Der topologische Raum Spec(R)
besteht aus dem abgeschlossenen Punkt m und dem generischen Punkt (0).
Uber dem abgeschlossenen Punkt m liegt das Schema

Sk 1= & Xgpec(r) SpEC(K),
die abgeschlossene (oder spezielle) Faser von S. Die Faser
Sk =8 Xgpec(r) Spec(K)

tiber dem generischen Punkt von Spec(R) heifit die generische (oder allge-
meine) Faser von 8. Mit seinen Fasern bildet § ein kommutatives Diagramm

8x — Spec(K)

| |

§ —— Spec(R)

I I

8 —— Spec(k)

in dem alle Morphismen natiirlich sind, d.h. die vertikalen Pfeile links sind die
Projektionen und die vertikalen Pfeile rechts sind induziert von den natiirli-
chen Homomorphismen

R — Quot(R)=K und R— R/m=k.

Unter einer Kurve iiber einem Korper k verstehen wir ein reduziertes, se-
pariertes k-Schema von endlichem Typ und reiner Dimension 1. Eine Kurve
iiber R ist ein Morphismus von Schemata € — Spec(R), dessen Fasern Kur-
ven sind. Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Losung des folgenden
Problems:

Hochhebeproblem. Gegeben sei eine irreduzible, nicht-singuldre, projektive
Kurve C tiber k vom Geschlecht g. Man finde eine glatte Kurve C iber R
derart, daf$ die Fasern von C irreduzible, nicht-singuldre Kurven vom selben
Geschlecht g sind und die abgeschlossene Faser Cy isomorph zu C' tiber k ist.



1.2 Anwendung: Die algebraische Fundamentalgruppe
in positiver Charakteristik

Eine Losung des obigen Problems findet seine Anwendung bei gewissen Pro-
blemstellungen, die man zun&chst nur in Charakteristik 0 l6sen kann und
dann im Fall positiver Charakteristik auf den Fall der Charakteristik 0
zuriickfiihren méchte. Wir betrachten dazu ein Beispiel (s. [Po2]). Sei C ein
irreduzibles, reduziertes, noethersches, normales Schema iiber einem Korper
k, K(C) der Funktionenkorper von C' und (2 ein fest gewahlter algebraischer
Abschluf von K(C). Dann ist die Kategorie &(C') der irreduziblen, etalen
Uberlagerungen von C #quivalent zu der Kategorie £(C) der endlichen, se-
parablen Korpererweiterungen F'/K(C'), die in  enthalten sind und fiir die
aulerdem die Normalisierung C — CvonCinF unverzweigt ist. Dabei
wird einer Uberlagerung C’ € &(C) ihr Funktionenkérper zugeordnet. Das
Kompositum L aller Kérpererweiterungen aus K(C') ist eine Galoiserweite-
rung L/F(C). Die Gruppe

m(C) := Gal(L/F(C))

heifit die algebraische Fundamentalgruppe von C. Per Definition ist sie eine
proendliche Gruppe. Im allgemeinen ist ihre Struktur nicht bekannt. Aller-
dings gibt es im Fall char(k) = 0 Vergleichssétze (die auf den GAGA-Sétzen
von Serre beruhen), die — wie wir gleich sehen werden — die Bestimmung von
m(C) mit Hilfe topologischer Methoden erlauben.

Wir verallgemeinern die Situation zunéchst noch etwas: Ist T" ein abge-
schlossenes, reduziertes Unterschema von C', so entsprechen die irreduziblen,
etalen Uberlagerungen von C \ 7" in funktorieller Weise den irreduziblen, nor-
malen Uberlagerungen von C, die nur entlang T' verzweigt sind. 7, (C \ T)
beschreibt also die Kategorie der auflerhalb T unverzweigten, irreduziblen,
normalen Uberlagerungen von C.

Sei nun k& = C der Koérper der komplexen Zahlen, C' eine irreduzibles,
reduziertes, normales, projektives Schema {iber C und 7' ein abgeschlossenes
Unterschema von C. Dann tragt C'(C) eine von C induzierte Topologie (die
feiner als die Zariskitopologie ist). In dieser Topologie ist C(C) \ T" wegweise
zusammenhiingend. Mit 7/ (C(C) \ T) sei die Gruppe der Homotopicklas-
sen von geschlossenen Wegen (mit festem Basispunkt) in C'(C) \ 7', also die
topologische Fundamentalgruppe von C(C)\ T" bezeichnet. Dann erhélt man
die algebraische Fundamentalgruppe von C' \ T' gerade als Komplettierung
der topologischen Fundamentalgruppe bzgl. der Krulltopologie.

Hat C' nun die Dimension 1 (d.h. C ist eine Kurve) und besteht 7' =
{Py, ..., P,} aus n verschiedenen Punkten von C, so ist C'(C) eine kompakte
Riemannsche Fliche und C(C)\T eine n-fach punktierte, orientierbare, offene
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Fliche. In diesem Fall ist m;”’(C(C) \ T) isomorph zu der Gruppe T',,,, die
2g + n Erzeugende
ay, by, ... ag,bg,c1,... ¢y

mit der einzigen Relation
lar,by] -+ - lag,by] - c1v e cn =1

hat. Dabei ist g das geometrische Geschlecht von C'\T', welches gleich dem to-
pologischen Geschlecht von C'(C)\T ist. Die algebraische Fundamentalgruppe
von C'\ {P,..., P,} wird also von diesen Elementen und dieser Relation als
proendliche Gruppe erzeugt:

Wl(C\{Pl,...,Pn}) :f‘gm.

Dieses Ergebnis ldf3t sich auf Kurven iiber beliebigen algebraisch abgeschlos-
senen Korpern k der Charakteristik O iibertragen, indem man zeigt, daf3
m(C'\ T') invariant unter Basiswechseln der Form Spec(K) — Spec(k) mit
algebraisch abgeschlossenen Korpern k£ und K ist. Die Struktur der algebrai-
schen Fundamentalgruppe haben wir also aus der topologischen Fundamen-
talgruppe gewonnen, und in der Tat ist kein Beweis bekannt, der ohne diese
topologischen Uberlegungen auskommt. Wie weit lassen sich diese Ergebnisse
auf den Fall positiver Charakteristik iibertragen?

Sei nun k ein algebraisch abgeschlossener Korper von positiver Charak-
teristik p und C' eine irreduzible, projektive, nicht-singuldre Kurve iiber k.
Um das obige Resultat in Charakteristik 0 zu nutzen, heben wir X zu einer
Kurve € tiber dem diskreten Bewertungsring R der Charakteristik 0 (mit
Quotientenkorper K und Restklassenkorper k) hoch derart, daff die abge-
schlossene Faser von € isomorph zu C' ist. Sei K ein algebraischer Abschluf
von K und € := Cx x Spec(K) die Konstantenerweiterung von Cx mit K.
Man hat dann ein kommutatives Diagramm

¢  —— Spec(K)

Cxk  — Spec(K)

¢ —— Spec(R)

Cr =2 C —— Spec(k).



Besteht T" wieder aus den n verschiedenen k-wertigen Punkten Py, ..., P, €
C, so gibt es nach dem Henselschen Lemma (vgl. Satz 5) R-wertige Punkte
Q1,...,Q, von Cderart, da Q; nach P; spezialisiert. Sei Q; := @Q; x Spec(K)
gesetzt.

Fiir jede Primzahl p sei G, die abgeschlossene Untergruppe von w1 (C\T'),
die von den p-Sylowuntergruppen erzeugt wird. Man setzt

7PN C\T) == m(C\T)/G,.

Es sei weiter ¢®)(C'\ T) die Teilkategorie von &(C'\ T), die aus den ga-
loischen, unverzweigten, irreduziblen Uberlagerungen von C' \ 7" von einem
Grad prim zu p besteht. Dann entsprechen diese Uberlagerungen den norma-
len Untergruppen von 7" /)(C \ T') von endlichem Index. Es gilt nun der von
Grothendieck stammende

Spezialisierungssatz. Die Kategorien

e®)V(C\{P,....,P,}) und EP)(C\{Q1,...,Qn})

sind dquivalent. Insbesondere hat man eine Isomorphie von proendlichen
Gruppen

T (C\{P, ..., PBY) 2 aP @\ {Q.....Qu}).

Bemerkung. Tatséchlich gilt noch mehr: Bezeichnet 7 (C'\T') die zahme Fun-
damentalgruppe, die man erhélt, wenn man iiber 7" nur zahme Verzweigung
zuldft, so gibt es einen surjektiven Homomorphismus proendlicher Gruppen

Tyn — TH(C\{P, ..., P}),

den sog. Spezialisierungshomomorphismus, der auf den prim-zu-p-Quotienten
den obigen Isomorphismus induziert ([Mur, Chapter IX]).

1.3 Beweisskizze der Losung des Hochhebeproblems

Das Hauptresultat dieser Arbeit wird mit Satz 6 die Losung des obigen Hoch-
hebeproblems sein. Wir werden das Problem auf das Hochheben von ebenen
Kurven zuriickfithren. Betrachten wir zunéchst einen Spezialfall:

1.3.1 Der nicht-singulire Fall

Sei also C' C P? eine ebene, irreduzible, projektive, nicht-singulire Kurve
iiber k. Dann ist

C = Proj (k[X, Y, Z]/(F))

3



definiert durch ein homogenes Polynom F(X,Y,Z) mit Koeffizienten in k.
Es sei d der Grad von F. Dann hat C' das Geschlecht g = 3(d — 1)(d — 2)
([Ful, 8.3, Prop. 5]). Sei nun ®(X,Y, Z) € R[X,Y, Z] ein Polynom vom Grad
d, das modulo m gerade I ergibt. Dann leistet die Kurve

C := Proj (R[X, Y, Z]/(®))

das Gewiinschte. € ist némlich eine glatte R-Kurve (die Flachheit von
RIX,Y,Z]/(®) ist iber dem Hauptidealring R gleichbedeutend mit Torsi-
onsfreiheit, welche leicht zu sehen ist), C ist isomorph zu C' iiber k, und
Ck ist nicht-singulér (Jacobi-Kriterium) und hat das gleiche Geschlecht
g=3(d—1)(d—2) wie C.

1.3.2 Der allgemeine Fall

Ist nun Cj eine beliebige, irreduzible, nicht-singulére, projektive Kurve {iber
k, so besitzt Cy ein birationales Modell

C = Proj (k[X,Y, Z]/(F)),

welches eine ebene, projektive Kurve ist, die hochstens Knoten als Singula-
ritdten besitzt ([Har, IV 3.11]). Wir wollen jetzt C' auf die geforderte Weise
hochheben. Geht man nun so naiv wie oben im nicht-singuldren Fall vor und
wahlt irgendein Polynom @, dessen Reduktion modulo m dann F' ergibt, so
werden im allgemeinen iiber den Knoten von C' nicht-singulidre Punkte von €
liegen. Das hat zur Folge, dafl das geometrische Geschlecht von € grofler ist
als das von C. (Dies wird in Abschnitt 4 genauer erldutert, s. auch [Roq].)
Wir betrachten ein einfaches Beispiel.

Beispiel 1. Sei char(k) = p > 3. Der Punkt (0,1) der ebene, affine Kurve
C’" := Spec (k[x, yl/ (32 — 3y + 2> + yp))

ist ein singularer Punkt, weil die partiellen Ableitungen des definierenden
Polynoms f in diesem Punkt verschwinden. Aber in der Hochhebung

€' := Spec (R[z,y]/(32% — 3y° + 2y° + o))

definiert durch die (naive) Hochhebung ¢ von f ist (0,1) kein singulérer
Punkt mehr, weil jetzt in Charakteristik 0

9¢

5, (01 =p#0

ist.



Wir werden sehen, dafl man eine Kurve iiber &, die héchstens Knoten als
Singularitéten besitzt, dennoch zu einer gleichartigen Kurve iiber R hochhe-
ben kann.

In Abschnitt 3 werden wir uns dazu zunéchst detallierter mit solchen
Kurven auseinandersetzen. Insbesondere werden wir sie als k-wertige Punkte
auf einer geeigneten projektiven Varietét interpretieren. Die Punkte dieser
Varietdt werden dann in Abschnitt 4 mit einem hoherdimensionalen Hen-
selschen Lemma zu R-wertigen Punkten hochgehoben. Einen solchen R-
wertigen Punkt kann man wieder als ebene, projektive Knotenkurve iiber
R deuten. Die gesuchte Kurve ist schliefSlich die Normalisierung dieser Hoch-
hebung.

Um einzusehen, daf sie die geforderten Eigenschaften besitzt, miissen
wir insbesondere ihre Flachheit iiber R nachweisen. Dies geschieht, indem
man die Kurve als Normalisierung der projektiven Geraden iiber R in einer
geeigneten Korpererweiterung erhélt. Im folgenden Abschnitt 2 werden wir
sehen, dafl solche Kurven flach sind.



2 Normalisierungen der projektiven Geraden

Sei A ein Integritétsbereich und K der Quotientenkorper von A. Der Funk-
tionenkorper K (8) eines ganzen Schemas 8 ist der lokale Ring am generischen
Punkt von 8. Ist § = P = Proj(A[Xo,...,X,]) der n-dimensionale projek-
tive Raum iiber A, so ist

K(P}) = K(P?) = K(t1,...,tn),

der rationale Funktionenkorper in den n Variablen t; = % (i # 0) iber K.

Ist n =1, so setzen wir t :=t; = % und identifizieren K (P}) = K (t).

2.1 Dedekind-Weber-Aquivalenz iiber Kérpern

Sei jetzt k ein beliebiger Korper. Eine Kurve iiber k ist ein reduziertes, se-
pariertes k-Schema von endlichem Typ und reiner Dimension 1. Unter allen
Kurven iiber dem Korper k gibt es nun eine gewisse Klasse von Kurven,
die durch ihren Funktionenkorper schon (bis auf Isomorphie) eindeutig be-
stimmt sind. Genauer hat man die Dedekind-Weber-Aquivalenz, die besagt,
dafl beiden folgenden Kategorien dquivalent sind:

(i) Die Kategorie €

e deren Objekte irreduzible, eigentliche, normale k-Kurven sind und

e deren Morphismen nicht-konstante k-Morphismen sind.
(ii) Die Kategorie §y

e deren Objekte Funktionenkorper in einer Variablen {iber k sind
und

e deren Morphismen k-Kérperhomomorphismen sind.

Die Zuordnung

& — Sk
C +—— K(C)

einer solchen Kurve zu ihrem Funktionenkorper vermittelt diese Aquivalenz.
Speziell ist die projektive Gerade B! = Proj(k[X, X1]) eine solche Kurve.
Sie ist das Modell des rationalen Funktionenkorpers k(t) in einer Variablen

iber k.



Sei F' eine endliche Kérpererweiterung von K(B!) = k() und ﬁ’g — B!
die Normalisierung der projektiven Geraden in F/k(t). B! ist iiberdeckt von
den offenen, affinen Teilmengen

Dy(Xo) = Spec(klt]) und  Dy(X1) = Spec(klt ™)),

und man erhilt B!, indem man diese affinen Varietéten entlang Spec(k[t, t™])
verklebt. Die Normalisierung erhélt man nun durch Normalisierung dieser
affinen Teilmengen und entsprechendes Verkleben. Sei also R; der ganze Ab-
schluB von k[t] in F und R;-1 der ganze Abschlu8 von k[t™!] in F. Dann
ist

P! = Spec(R;) U Spec(R;-1),

entlang der Normalisierung von Spec(k[t,t7!]) in F verklebt. Insbesondere
ist B! — Spec(k) flach, weil die k-Algebren R; und R;-: flach sind (sie sind
sogar endlich erzeugt und torsionsfrei, also frei).

Sei nun C eine irreduzible, eigentliche Kurve iiber k£ und C — C ihre
Normalisierung. Sei f € F := K(C) eine nicht-konstante, rationale Funk-
tion auf C. Dann definiert f eine Einbettung von Funktionenkorpern einer
Variablen iiber k

K(f) = K(C)

und daher nach obigem Aquivalenzsatz auch einen endlichen, surjektiven
Morphismus von k-Kurven
C'F - Egla

wobei Cr die normale Kurve ist, die unter der Dedekind-Weber-Aquivalenz
dem Korper F entspricht. Damit ist Cr die Normalisierung von C, also
Cr = C. Sei jetzt B! — B! die Normalisierung der projektiven Geraden
in der Kérpererweiterung F'/k(f). Dann gibt es einen (nach der Identifizie-
rung K (Cp) = F eindeutig bestimmten) Isomorphismus f, der das folgende
Diagramm kommutativ macht

(]FL)]P;Cl

L

]:E?cl J— ]Pi:l.

Wir erhalten die Normalisierung der k-Kurve C' also als Normalisierung der
projektiven Geraden iiber k in K(C)/k(f). Inbesondere ist also die Norma-
lisierung einer irreduziblen, eigentlichen Kurve iiber einem Korper k flach

iiber Spec(k).



Frage: Gilt dies auch iiber einem beliebigen Integritdtsbereich A anstelle
eines Korpers k7?7

Wir wollen wie oben vorgehen und betrachten zunéchst die Normalisie-
rung P} der projektive Gerade P} iiber A in einer endliche Erweiterung F
ihres Funktionenkorpers K (t). Sei R; der ganze Abschluf von Aft] in F' und
Ri-1 der ganze Abschlufl von A[¢t™!] in F. Dann ist

ﬁ’} = Spec(R;) U Spec(Ry-1),

entlang des Spektrums des ganzen Abschlufies von A[t,¢t7!] in F verklebt.
Uns stellen sich jetzt also die beiden folgenden Fragen:

1. Sind R; und R;-: flache A-Moduln?

2. Kann man die Normalisierung einer A-Kurve € als Normalisierung der
projektiven Geraden iiber A erhalten?

2.2 Dedekind-Weber-Aquivalenz
iiber Bewertungsringen

Ist A = O, ein Bewertungsring mit Bewertung v, so lassen sich beide Fra-
gen in folgendem Sinne positiv beantworten (vgl. [G-M-P2] und [Gre]): Sei
K der Quotientenkdrper von O, und sei € eine eigentliche, ganze, normale
0,-Kurve mit Funktionenkorper F' := K(C). Die lokalen Ringe an den ge-
nerischen Punkten der irreduziblen Komponenten der abgeschlossenen Faser
von € dominieren den Ring O,. Sei V' = {wy,...,w,} die Menge der da-
durch definierten Fortsetzung von v auf F. Diese Fortsetzungen sind sog.
Konstantenreduktionen (im Sinne von Deuring), d.h. die Erweiterungen der
Restklassenkorper sind wieder Funktionenkdrper vom Transzendenzgrad 1.
Fir t € F'\ K sei V; die Menge aller Fortsetzungen der von v induzierten
GauBbewertung (s. u.) auf K(t) auf F. Ist V = V,, so heifit ¢ ein Element
mit der Eindeutigkeitseigenschaft fir V (vgl. [G-M-P1]).

Als Verallgemeinerung der oben beschriebenen Dedekind-Weber-Aquiva-
lenz betrachtet man nun die beiden folgenden Katagorien:

(i) Die Kategorie €,

e deren Objekte eigentliche, ganze, normale O,-Kurven € sind, so
da K = Quot(0,) algebraisch abgeschlossen in F' = K(C) ist
und

e deren Morphismen eigentliche surjektive O,-Morphismen sind.
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(ii) Die Kategorie §o,

e deren Objekte Paare (F,V) sind mit einem Funktionenkorper F
in einer Variablen iiber A und einer endlichen Menge V' von Kon-
stantenreduktionen, die v fortsetzen, und

e deren Morphismen (F,V) — (E,W) aus einer Einbettung von
Koérpern ' — E bestehen, so dafl dadurch W alle Fortsetzungen
von V auf E enthélt.

Unter gewissen Bedingungen an die Bewertung v (genauer mufl v die
Local Skolem Property besitzen, s. [G-M-P3]), die jedenfalls alle nicht-
archimedischen Bewertungen von globalen Korpern und die Bewertungen
Henselscher Bewertungsringe erfiillen, sind die Kategorien €, und §o, kon-
travariant dquivalent ([Gre, Theorem 2]). Ein wichtiger Schritt im Beweis
dieses Satzes ist es zu zeigen, dal jede O,-Kurve € aus €y, die Normalisie-
rung von B) in K(C)/K ist. Mit den obigen Bezeichnungen gilt genauer

C = Spec(R;) U Spec(R;-1),

wobei t ein Element mit der Eindeutigkeitseigenschaft fir V ist (V =
{wy,...,w,} wie oben), und € ist eine projektive, flache, normale, ganze,
separierte O,-Kurve (|G-M-P2; Theorem 1.1 und Theorem 2.1]). Die Flach-
heit kann man zeigen, indem man den O,-Modul R; (bzw. R;-1) darstellt als
induktiven Limes von freien Moduln.

Mit Blick auf unser Hochhebeproblem werden wir hier auf direktere Weise
zeigen, dafl die Normalisierung der projektiven Geraden iiber einem diskre-
ten Bewertungsring in einer endlichen, separablen Korpererweiterung flach
ist. Dazu werden wir — nach einigen Vorbereitungen — wie oben beschrieben
vorgehen und R; als induktiven Limes von gewissen O,-Moduln darstellen
und diese als frei nachweisen.

2.3 Flachheit iiber diskreten Bewertungsringen

Ziel dieses Abschnitts ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 1. Sei R ein diskreter Bewertungsring, K := Quot(R) und F eine
endliche, separable Kdorpererweiterung des Funktionenkérpers K (t) von Py.
Dann ist die Normalisierung von Ps in F

P} — Spec(R)

eine flache Kurve.
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Wir betrachten zunéchst einen noetherschen, ganzabgeschlossenen Inte-
gritatsbereich A mit Quotientenkorper K und einer endlichen, separablen
Erweiterung F' von K. Sei B der ganze Abschlufl von A in F'. Wir erinnern
an einige elementare Gegebenheiten in dieser Situation. Jedes Element f € F
a8t sich schreiben als

b
f=—-, beB, acA,

a

denn nach Multiplikation der Gleichung
anf"+---+ay=0, a; €A, a,#0,

fiir f iiber K mit a”! ergibt sich die Ganzheit von a, f iiber A, also a,f €
B. Daher kann man auch aus jeder Basis ay,...,a, von F' iiber K nach
Multiplikation mit einem geeigneten Element aus A eine schon in B gelegene
Basis von F' iiber K erhalten.

Ein Element f € F ist genau dann ganz iiber A, wenn sein Minimalpoly-
nom p(X) Koeffizienten in A hat. Ist ndmlich f Nullstelle eines normierten
Polynoms ¢(X) € A[X], so wird g(X) von p(X) geteilt, und alle Nullstellen
von p sind auch Nullstellen von g, also ganz iiber A. Dann sind aber auch die
Koeffizienten von p als elementarsymmetrische Funktionen in den Nullstellen
ganz iiber A.

Die Zuordnung (z,y) —— Spury,x(zy) definiert eine nicht-ausgeartete
Bilinearform auf dem K-Vektorraum F'. Da mit einem Element b€ B auch
alle Konjugierten von b ganz iiber A sind, ist SpurF/K(B) C A

Lemma 1. B ist ein endlicher A-Modul.

Beweis. Sei oy, ...,q, eine Basis von F/K in B und of,...,a} die zu-
gehorige duale Basis bzgl. der von der Spur induzierten Bilinearform, d.h.
Spur(afa;) = d;;. Weil A noethersch ist, geniigt es zu zeigen, daf§

B C Aaj + -+ + Aay,.

Ist aber b € B, b= > a;af

79

a; = Z a;d;; = Zaj Spur(a; ;) = Spur (Z amfog) = Spur(ba;) € A,

% 7

a; € K, so hat man

also b € Aaj + -+ Aa. O
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Sei nun A = O, ein diskreter Bewertungsring mit zugehoriger Bewertung v,
K sein Quotientenkorper und F//K ein Funktionenkorper in einer Variablen
iiber K. Es sei t € F transzendent {iber K derart, dafl F' eine endliche,
separable Erweiterung von K () ist. Es bezeichne R, den ganzen Abschlufl
von K[t] in F und R; den ganzen Abschlufl von O,[t] in F.

Wir setzen v auf K(t) durch die GauBlbewertung v; fort:

at"+--+ag) . (@) in v(b,)
Ut bsts_|__|_bo T Orgilgrv i 01?]1;131) s

DaBl v; tatsédchlich eine Bewertung ist, besagt gerade der Satz von Gaufl
iiber den Inhalt von Polynomen iiber faktoriellen Ringen. Sei S; der ganze
Abschlul von O,, in F.

Es sei V' die (endliche) Menge von Fortsetzungen von v, auf F. Die durch
V bestimmte inf-Norm w auf F' ist definiert durch

w(x) = ;g‘liv(:r;), fur x € F.

Wir setzen
Oy :={z € F|w(x) > 0}.

Da der ganze Abschluf} eines Ringes in einem Korper gleich dem Durch-
schnitt aller den Ring enthaltenden Bewertungsringe dieses Korpers ist, so
ist

Ow=1[)0,=5.
veV

Sei jetzt Cp die dem Funktionenkorper F//K unter der Dedekind-Weber-
Aquivalenz zugeordnete, irreduzible, eigentliche, normale Kurve iiber K (das
Modell von F'/K). Fiir jeden Divisor D € Div(CFr) hat man dann den endlich-
dimensionalen K-Vektorraum

L(D) == {feF|(f)+D >0}
= {f el | ’Up(f) + UP(D) Z 0 firalle Pe CF}
aus dem man fiir alle meN den O,-Modul L,,(mD) := L(mD) N O,, erhélt.

Wir beschreiben jetzt den ganzen Abschlul des Polynomringes O, [t] in F' mit
Hilfe dieser Moduln:

Lemma 2. Sei D := (t) der Poldivisor von t. Dann gilt:
(1) :Rt - Rt ﬂ Ou“
(2) B = U L(mD),

m>1

und daher Ry = |J L,(mD).

m>1
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Beweis. Fiir (1) ist die Inklusion
R C ReNSy =R, NO,
klar. Ist umgekehrt € R, N O, und
X"+ a, (X" 4+ b a (D)X +ao(t)
sein Minimalpolynom iiber K (t), so gilt fiir die Koeffizienten
a;(f) € K[t]nO,, = O,[t].
Der Poldivisor D von t ist definiert als

(o= > —upld)

Pesupp((t)oo)

wobei supp((t)oe) = {P € Cr | vp(t) < 0} die (endliche) Polstellenmenge
von t ist. Ein Element f € F liegt also genau dann in L(mD), wenn die
beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i)  wp(f) >0 firalle P e Cpg\supp((t)e)
(ii)  vp(f) > muop(t) firalle P € supp((t)oo)-

Da die zweite Bedingung fiir grole m immer erfiillt ist, gilt
fe U L(mD) <= feO0p VP ¢&supp((t)x)
m>1
— fe ﬂ Op.

teOp

Die Ringe Op, die t enthalten, sind aber genau die Bewertungsringe von F/ K
die Kt] enthalten. Also ist ihr Durchschnitt gleich R;. O

Lemma 2 verweist uns auf das Studium der Moduln £,,(mD). Unser Ziel
iIst nun

Lemma 3. Fir alle m € N ist L,(mD) ist ein endlicher O,-Modul und
somit (als torsionsfreier Modul iber dem Hauptidealring O,) frei.

Zum Beweis von Lemma 3 holen wir etwas weiter aus. Sei f € F' transzen-
dent iiber K. Dann definiert f einen gleichnamigen, endlichen, surjektiven
Morphismus von Kurven Cr — P} und dieser einen Homomorphismus der
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Divisorengruppen f* : Div(Pi) — Div(Cp). Unter dem Grad von f verste-
hen wir den Grad des Morphismus f, also den Grad der Korpererweiterung
der Funktionenkorper der Kurven:

deg f = [K(CF) : K(B)] = [F : K(f)].

Es ist (f) = (f)o = (f)oo = f*((0) = (00)) und deg f = deg(f)o = deg(f)o;
wobei deg zuletzt den Grad der Divisoren (f)o bzw. (f)w bezeichnet. Fiir
ein Polynom f(t) bezeichne deg, f den Grad von f als Polynom in t.

Lemma 4. Seit € F transzendent iber K und f = f(t) = % eine rationale

Funktion in t mit teilerfremden Polynomen g und h. Dann qult:
[K(t) : K(f)] = max{deg, g, deg, h}.

Beweis. Sei zuniichst q(t) = Y a;t" irgendein Polynom in ¢. Dann ist fiir alle
PeCr .
vp(q) > min vp(at') = min vp(t).

Daher folgt aus vp(t) > 0 auch vp(q) > 0. Ist dagegen vp(t) < 0, so sind
die Werte ivp(t) fir alle ¢ mit a; # 0 verschieden, und daher gilt in obiger
Ungleichung Gleichheit:

vp(q) = miin ivp(t) = (deg, q)vp(t).

Daher ist (¢)oo = (deg; q)(t)oo, und die Nullstellen von ¢ sind verschieden von
den Polstellen von ¢. Insbesondere ist

(f) = (9)o — (h)o — (deg, g — deg, h)(t) -

Sei nun o. E. deg, g > deg, h (betrachte andernfalls 1/f(¢)). Nach Vorausset-
zung haben g und h keine gemeinsamen Nullstellen, und wir haben gerade
gesehen, daf alle diese Nullstellen von den Polstellen von g und h verschieden
sind. Daher ist deg(f)o = deg(g)o und somit

[F:K(f)] degf deg(g)o deg(g)s

[K(t): K(f)] = [F:K(t)] degt deg(t)y deg(t)o

=deg,g. O

Fiir ein Polynom f(t) ist also insbesondere deg f = (deg, f)(degt).

Beweis von Lemma 3. Sei «y,...,q, eine Basis von F iiber K(t) und
aij,...,al die duale Basis. Da O,[t] noethersch ist, gilt nach Lemma 1

Lo(mD) C Ry C Oyt + -+ + Op[t]ar.
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Sei also f = pi(t)a; + -+ + pu(t)al, € Lyy(mD) mit p; € O,[t]. Wir zeigen,
daBl es eine von f unabhéngige Konstante ¢ = ¢(t, ay, ..., a,, m) gibt, die
den Grad aller Polynome p;(t) beschrankt.

Zunéchst gilt fiir alle j:

Spur(fa;) = Spur (Zpi(t)a;‘aj> = sz-(t) Spur(a; o) = p;(t)

und daher p; = Y _o(fe;), wobei o die verschiedenen K-Einbettungen von
F in einen algebraischen Abschluf von K(¢) durchlduft. Aufgrund des vor-
herigen Lemmas geniigt es nun zu zeigen, dafl der Grad von p; als rationale
Funktion beschriankt ist. Dazu miissen nur die n Summanden o(fa;) als
beschrinkt nachgewiesen werden.

Da die Ungleichung (f) + mD > 0 stets an allen Stellen, an denen f
definiert ist, erfiillt ist, gilt

feLlimD) < (f)w <mD.

Daher ist der Grad von f beschriankt: deg f = deg(f)s < mdeg(D) und
damit auch der Grad von o(f). Ist dego(f) < (o, m), so gilt schlielich

dego(fa;) < ¢ +maxdego(a;) firalle j=1,...,n.

f ist also in dem endlichen O,-Modul Y~ > # a0, enthalten. O

i=1;j=0

Bemerkung 1. Lemma 3 besitzt folgende Verallgemeinerung: Sei O, ein (be-
leibiger) Bewertungsring und V' eine Menge von Konstantenreduktionen, die
eigentlich ist (im Sinne von [Gre, Definition 1.1}). Ist dann E ein endlich-
dimensionaler K-Untervektorraum von £, so gilt

dimg (F) = dimg, (Ev),

wobei Kv der Restklassenkorper von K bzgl. v ist und Ev := (£ N0, +
m,0,)/m,0, mit m, := {z € F|w(z) > 0} und w die inf-Norm. Insbeson-
dere ist dann £ N O, ein endlicher O,-Modul.

Wir kommen nun zum

Beweis von Satz 1. Der O,-Modul

R, = | J Lw(mD) = lim L,,(mD)

m>1
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ist als induktiver Limes von freien Moduln flach.

Alle bisherigen Uberlegungen gelten genauso fiir ¢~! an Stelle von ¢, da
wir nur vorausgesetzt haben, daf ¢ transzendent iiber K ist und F//K(t) eine
separable Erweiterung ist. Also ist auch der ganze Abschlul R;-1 von O, [t7!]
in F ein flacher O,-Modul und damit

]I%/U = Spec(R;) U Spec(R;-1),

entlang (Spec(O,[t,t71])) verklebt, flach iiber Spec(0O,). O

Bemerkung 2. Wir haben eingangs schon erwéhnt, dafl man mehr iiber die
zu einer eigentlichen Menge von Konstantenreduktionen V' assoziierten O,-

Kurve
Spec(R;) U Spec(Ry-1)

(t ein Element mit der Eindeutigkeitseigenschaft fiir V') wei. In der Tat gilt
mit den obigen Bezeichnungen ([G-M-P2, Theorem 1.1])

Spec(R;) U Spec(R;-1) = Proj @ L,(mD).

m>0

Aber auch iiber den ganzen Abschlul R, des Ploynomringes O,[t| iiber
einem (beliebigen) Bewertungsring O, in einer endlichen, separablen Erwei-
terung F/K(t) ist mehr bekannt: Nach Lemma 1 ist R; ein endlicher O,[t]-
Modul. Dies ist nach [Kna, Theorem 3.1] (s. auch [G-M-P2, Lemma 1.2})
bereits dquivalent dazu, dafl R; ein freier O,[t]-Modul vom Rang [F' : K(t)]
ist. Daraus folgt insbesondere die Flachheit von R, iiber O,,.
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3 Ebene Knotenkurven

3.1 Knoten

In diesem Abschnitt soll der Begriff des Knotens auf einer Kurve erlautert
und charakterisiert werden.

Wir betrachten zunéchst ebene, affine Kurven iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper k. Ist f € k[x,y] ein Polynom, so bezeichnen wir die
durch die Gleichung f = 0 definierte ebene, affine Kurve mit

Cy := Spec (klz,y]/(f)) -

Sei P = (a,b) ein Punkt von C' := C; und T(x,y) := (z + a,y + b) die
Translation, die den Nullpunkt in den Punkt P verschiebt. Sei f7(x,y) :=
f(x +a,y +b) das Polynom, das die verschobene Kurve Cyr definiert. Wir
schreiben

fT:fr+fT+1+"'+fda f’/‘?éov

mit den homogenen Komponenten f; vom Grad ¢ und nennen die Linearfak-
toren von f, die Tangenten von C' im Punkt P. Die Zahl

pp(C) = p0)(Cyr) =1

heilt die Multiplizitit von P auf C. Ein beliebiger Punkt @ liegt genau dann
auf C', wenn pg(C) > 0. Ferner sind die Punkte @ mit pug(C) > 1 genau die
singuldren Punkte von C'. Ein Doppelpunkt ist ein Punkt der Multiplizitét
2. Ein Doppelpunkt heifit gewdhnlich, wenn zusétzlich die beiden Tangenten
verschieden sind, d.h. f, zerfallt in teilerfremde Linearfaktoren. Gewohnliche
Doppelpunkte heifien auch Knoten. Ist fT =[] g; die Faktorisierung von f7
in seine irreduziblen Komponenten, so ist pp(Cy) = Y 11(0,0)(Cy, )-

Es bezeichne f, := g—i die (formale) partielle Ableitung von f nach x,
fay = (fz)y. Wir werden die folgende Charakterisierung von Knoten benut-
zen:

Lemma 5. Sei P ein Doppelpunkt auf der Kurve C = Cy. Dann ist P genau
dann ein Knoten, wenn fu,(P)* # fuu(P) fyy(P).

Beweis. Die obige Diskussion zeigt, da§ wir P = (0,0) annehmen diirfen. Sei
also
f=fo+---+ fs, fi homogen vom Grad 7, fy # 0.

Wir schreiben
fo = (a1x + by) (asx + bay), a; oder b; A0, i=1,2.
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Dann ist per Definition P genau dann ein Knoten, wenn (ay,by) # A(az, b2)
fiir alle A € k*, d.h. a1by # aqb;.

Andererseits verschwinden alle 2. Ableitungen der f; im Punkt P = (0,0)
fiir alle ¢« > 3. Daher gilt:

foy(P? # faa(P) fy(P) = (f2)ay(P)? # (f2)aa(P) (f2)yy(P)
<~ (albg + a2b1)2 7£ 2&1&2 . 2b1b2
< (CleQ — a2b1)2 §£ 0. L]

Das typische Beispiel eines Knotens ist der Punkt (0, 0) auf der (reduziblen)
Kurve

Cay = Spec(klz, y]/ (zy))-
Das folgende Lemma zeigt, dal die Eigenschaft Knoten zu sein lokal ist, d.h.
nur von der Komplettierung des lokalen Ringes in diesem Punkt abhéngt.

Lemma 6. Ein Punkt P der ebenen, affinen Kurve C' ist genau dann ein
Knoten, wenn

Oc,p = K[, y]l/(zy)
als k-Algebren.

Beweis. Sei o. E. P = (0,0) € C = Cy. Das C definierende Polynom f sei
von der Form f(z,y) = fi(z,y) + fa(x,y) + -+ + fa(x,y), fi homogen vom
Grad i. Der Punkt P € C' ist genau dann ein Knoten, wenn f; = 0 ist und
fo in teilerfremde Linearfaktoren [; und [y zerfillt.

Sei P ein Knoten. Wir haben die kompletten, lokalen Ringe

Oc.p = kllz,y)l/(f) und Oc,, 00) = kllz, y]l/(zy)

als isomorph nachzuweisen. Dazu konstruieren wir zunéchst schrittweise for-
male Potenzreihen

g = li+g+g3+...
h - l2+h2+h3—|—

mit deg g; = deg h; = i derart, dal f = gh in k[[z,y]] ist. Um g5 und hsy zu
bestimmen hat man die Gleichung

haly + g2l = f5

zu losen. Dies ist moglich, weil I; und [, das maximale Ideal (z,y) C k[[z, y]|
erzeugen. Aus dem selben Grund kann man g3 und hs so finden, daf3

hsly 4 gsle = fa — g2ho.
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Im Grad n schliellich ist die Gleichung

hn—1ly + gn-1la = fn — Z gih; (fn =0 fiir n > d)

i+j=n

in h,_1 und g,_1 zu losen.

Es ist also 60,13 = k[[z,y]]/(gh). Weil g und h mit linear unabhéngigen,
linearen Termen beginnen, gibt es einen Automorphismus von k[[z, y]], der g
auf x und h auf y abbildet. Dieser induziert einen Isomorphismus

kllz, vll/(gh) = Ellz, yll/ (zy). (1)

Sei nun umgekehrt ein solcher Isomorphismus gegeben. Wir bemerken
zunéchst, daB f nicht irreduzibel sein kann in k[[z, y]], denn dann wiére (f)
ein Primideal (weil k[[x, y]] ein faktorieller Ring ist) und somit k[[z, y]]/(f) =
k[[x,y]]/(xy) nullteilerfrei, was ja offensichtlich nicht der Fall ist. Es ist also
f = gh mit formalen Potenzreihen g, h € k[[z,y]], die beide keine Einheiten

sind, also mit linearen Termen beginnen:

g = a1tg+gs+...
h = hy+hy+hsg+...

mit deg g; = deg h; = i. Daraus folgt, dal f1 = gohi + hog1 = 0 ist.

Nehmen wir nun an es wire fo = [2 mit einer Linearform [ € k[z,y]. Dann
gibt es eine zu [ teilerfremde Linearform ¢ € k[z,y|. Nach einem linearen
Koordinatenwechsel kénnen wir [(x,y) = = und ¢(x,y) = y annehmen. Der
Isomorphismus (1) induziert dann einen Isomorphismus

kllz, yll/(f,y) = Kllz, y]l/(zy,y) = Kz, 911/ (y) = K[2]].

Nun ist aber k[x,y]/(f,y) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum (weil f =
22 + f3(z,y) + -+ + fa(x,y) und y teilerfremd sind) und daher auch die
Komplettierung k[[z,y]]/(f,y). Fir k[[x]] ist dies aber offenbar nicht der
Fall, im Widerspruch zu obigem Isomorphismus. O

Bemerkung 3. Allgemeiner hiangt die Multiplizitat eines Punktes auf einer
Kurve nur vom lokalen Ring in diesem Punkt ab ([Ful, 3.2, Thm. 2]). Daher
ist die Zahl pp(C) auch fiir eine projektive Kurve C' wohldefiniert.

Geometrisch sieht eine ebene, affine Kurve in der Nihe eines Knotens also
so aus wie der Schnitt zweier Geraden. Diese Charakterisierung veranlafit uns
zur folgenden
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Definition 1. Ist C eine Kurve iiber einem beliebigen Korper k£ und s :
Spec(k) — C ein k-rationaler Punkt, so heifle s ein k-rationaler Knoten
von C, falls 6075 =~ L[z, y]]/(zy).

Ist € eine Kurve iiber einem Ring R und s : Spec(R) — C ein R-
rationaler Punkt, so heifle s ein R-rationaler Knoten von €, falls fiir alle
p € Spec(R) der zugehorige x(p)-rationale Punkt s, : Spec(k(p)) — €, ein
k(p)-rationaler Knoten in der Faser C, von € iiber p ist. (Dabei ist x(p) der
Restklassenkorper in p.)

Eine Kurve heifle schliellich eine m-fache Knotenkurve, falls ihre einzigen
Singularitdten m Knoten sind.

Bemerkung 4. Dem Beweis von Lemma 6 entnehmen wir, daf§ wann immer
eine ebene, affine Kurve C' = C} iiber einem beliebigen Kérper durch eine
Gleichung f = 0 gegeben ist und f5 in teilerfremde Linearformen zerfillt,
P =(0,0) ein Knoten von C ist.

Beispiel 2. Sei R zunéchst ein beliebiger Ring und ¢ € R. Wir betrachten
die ebene, affine Kurve € = €y, = Spec(R[z,y]/(f:)), definiert durch

f=f=2"+tey—y* =y’
Die partiellen Ableitungen von f sind

fr =2z + ty, fy =tz — 2y — 3y,
fxx:27 facy:t7 fyy:_z_ﬁy'

Der Punkt (0, 0) ist in jedem Fall ein singuldrer Punkt von €. Um zu priifen,
ob er ein Knoten ist, wollen wir Lemma 5 heranziehen und berechnen

Fre(0,0) £y (0,0) = —4 und £, (0,0)% = £

Der Punkt (0,0) ist also genau dann ein Knoten, wenn in allen Fasern von C

2 # —4
gilt. Konkreter:
a) R=17.
Dann gilt fir alle ¢ € Z, da§ (0,0) kein Knoten von € ist, weil es
zu jedem t € Z eine Prinzahl p mit t* = —4 (mod p) gibt, d.h. in

mindestens einer Faser von € ist (0,0) kein Knoten.

b) R = Z[\/-5].
Dann ist (0,0) genau dann ein Knoten, wenn ¢ = ++/—5 ist. Es gilt
nimlich genau dann t* #Z —4 (mod p) fiir alle Primzahlen p, wenn

t*+4 = +1ist, d.h. wenn ¢ = +1/—5 ist (beachte /-3 & R = Z[/—5]).
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Beispiel 3. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik
p > 3. Uber k betrachten wir die ebene, affine Kurve C'y mit

f=32" =3y +2y° + ¢
aus Beispiel 1 und finden die partiellen Ableitungen

fx:6x7 fy:_6y(1_y)a

C hat genau zwei singuldre Punkte, ndmlich (0,0) und (0, 1). Beide sind
Knoten, da

flw(o’o)fyy(o’o) =6- (_6) 7é 0= fmy<070>2 und
Jo(0,1) £y (0,1) = 66 # 0 = f,,(0,1)%.

Cy ist also eine 2-fache Knotenkurve.

3.2 Lineare Systeme von Kurven

Gegeben sei eine natiirliche Zahl d. Wir interessieren uns fiir die Menge V
aller ebenen, projektiven Kurven vom Grad d iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper k.

Wir zéhlen zunéchst, wieviele Monome vom Grad d es gibt. In zwei Va-
riablen sind dies gerade die Monome der Form M = XY { =0,...,d,
also d + 1 Stiick. In drei Variablen haben sie die Gestalt M = X F,(Y, Z),
1 = 0,...,d, wobei die F; Monome in Y, Z vom Grad 7 sind. Es gibt also
S i+ 1) = 2(d+1)(d+2) =: N Stiick.

Sei nun My, ..., My eine fest gewéhlte Ordnung der Menge der Monome
in den Variablen XY, Z. Wir betrachten Paare (C,¢) mit einer Kurve C' und
einer abgeschlossenen Immersion ¢ : C' — B2, so daf

J(C) = Proj(k[X,Y, Z]/(F)) mit F € k[X,Y,Z].

Zwei solche Paare (C,¢) und (C',!") betrachten wir als gleich, wenn sie die
gleiche eingebettete Kurve liefern, wenn also «(C') = /(C") ist.
Das homogene Polynom F' hat die Form

N
F(X,Y,Z) =Y aM(X,Y,Z), a; €k nicht alle 0.

i=1

Die eingebettete Kurve ¢(C) ist also bestimmt durch die Auswahl von
Elementen a;,...,ay aus k. Dabei liefern zwei Systeme (ay,...,ay) und
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(ay,...,a%y) genau dann die gleiche eingebettete Kurve, wenn es ein A € k*
gibt, so daB (ay,...,an) = A(a),...,d)y). Mit anderen Worten entspricht
jedem Paar (C,t) in eineindeutiger Weise ein Punkt im projektiven Raum
der Dimension N — 1 = 1d(d + 3). Auf diese Weise kénnen wir V; mit B!
identifizieren.

Definition 2. Eine Untervarietéit V C IP}CN ~1 heifle linear, falls es Linearfor-
men L4, ..., L, in den Unbestimmten aq, ..., ay gibt, so dal V' von der Form
V= V(Ll, ce 7Lr) ist.

Eine lineare Untervarietiat von ]P;CN ~! die dadurch entsteht, dafl wir wei-
tere Bedingungen an die Paare (C,¢) stellen, heifie ein lineares System von
(ebenen, projektiven) Kurven.

Beispiel 4. Die Menge V,;(P) aller ebenen, projektive Kurven, auf denen
der Punkt P € B? liegt, bildet eine Hyperebene in IP;CN ~! Ist namlich P =
(x,y, 2), so liegt P genau dann auf der zu (ay,...,ay) gehorenden Kurve,
wenn Y a;M;(z,y, z) = 0 ist.

Seien nun allgemeiner Punkte P, ..., P, € B? und nicht-negative ganze
Zahlen r,...,r, gegeben. Wir bezeichnen mit Vy(r Py, ... ,r,P,) die Teil-
menge aller Kurven C aus V, fiir die pp,(C) > r; fir allei = 1,...,n gilt.

Satz 2. Istd > (> r;) — 1, so bildet Vy(riPy,...,r,P,) ein lineares System

von Kurven der Dimension N —1— %" 1r;(r; +1).

i=1
Beweis. Sei zunéchst n = 1 und r := r;. Wir kénnen o. E. P = (0,0,1)
annehmen, denn ein projektiver Koordinatenwechsel auf B? induziert einen
projektiven Koordinatenwechsel auf IP;CN ~1. Sei (C,1) eine ebene, projektive
Kurve definiert durch ein homogenes Polynom F', das wir schreiben als

F=) F(X,Y)z%", degF =i

Nun ist up(C) > r genau dann, wenn Fy = F; = --- = F,_; = 0. Wir zéhlen
die Monome XY7Z* mit i + j < r zu genau 1 + 2+ -+ +7r = r(r + 1).
Daraus folgt die Aussage fiir n = 1 und die Ungleichung

. 1
dim Vy(ri Py, ... 10 Pp) > N —1— Z 57‘1»(7‘,» +1)
im allgemeinen Fall.
Wir zeigen nun durch Induktion nach m := (> r;) — 1 die Unabhéngigkeit

der Bedingungen und damit den Satz. Fiir m = 0 ist n = r; = 1, und es liegt
gerade der Hyperebenenfall aus Beispiel 4 vor.
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Sei jetzt m > 1. Sind alle r; = 1, so geniigt es zu zeigen, dafy die Inklu-
sionen

Vad Va(Pr) D Va(Pr, B) D - D Vy(Pr, ... By)

alle strikt sind. W&hlt man aber Linearformen L; € k[ XY, Z], die die Punkte
P; als Nullstelle haben, nicht aber P; (V j # i), sowie eine Linearform Ly,
die keinen der Punkte P, enthélt, so ist

Fi=Ly- Ly LT e Vy(Py, ..., P )\ Va(Pr, ..., P,).
Sei jetzt r =7 > 1 und P = P, = (0,0,1). Wir setzen
Vo :=Va((r = 1)P,roPs, ..., 1, Py)

und schreiben fiir I’ € V;
r—1
F(X,)Y)=F(X,Y,1) =) a XYV "'+ HX,Y), degH >r.
=0

Mit V;:={F e Vy|a; =0 firalle j <i} sind nun die Inklusionen
VoD ViD - DV =Vy(rProPs, ... 1, Py)

als strikt nachzuweisen. Dazu sei analog den obigen Definitionen im Grad
d—1

Wy = Vaa((r—2)P,rePy, ..., 1, P,) und
W, = {FeW,|F,= ZaiXiYT_Q_i +..., a;=0 firalle j<i}.
Per Induktion hat man dann eine Kette strikter Inklusionen
WO D) Wl IDRERD Wr—l = ‘/;l—l((r - 2)P7T2P27' .- 7TnPTL)'
Ist daher F; € W; \ Wiyq, so gilt YF, € V;\ Viy, firalle: =0,...,7 —2 und
XF, o€V, \ V. U
Wir halten zwei Spezialfille des Satzes fest:

1. Ist 1y =--- =1, =1, dann besagt der Satz, dafl das lineare System
Va(Py, ..., P,) aller ebenen, projektiven Kurven vom Grad d, auf denen
die Punkte Py, ..., P, (d > m) liegen, die Dimension N — 1 —m hat.

2. Va(2Py,...,2P,) ist das lineare System aller ebenen, projektiven Kur-
ven vom Grad d (d > 2m), die die singuldren Punkte Py,..., P,, ent-
halten. Es hat die Dimension N — 1 — 3m.
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3.3 Knotenkurven sind nicht-singulire Punkte

Sei C' <& P? eine ebene, projektive Kurve iiber k¥ vom Grad d und seien
Py, ..., P, Punkte der projektiven Ebene B?. Wir kniipfen an die Uberle-
gungen von Abschnitt 3.2 an und fassen (C, Py, ..., P,,) als Punkt der pro-
jektiven Varietat

I, =P¥" ' xP?x ... x B?

der Dimension N — 1+ 2m auf, indem wir wie dort (C,¢) als Punkt von BV ~*
deuten und den Punkt P, als Punkt des v-ten Faktors B? (v =1,...,m). Es
seien Tk, 1,5,k > 0, ¢ + j + k = d, projektive Koordinaten fiir den ersten
Faktor und X,.Y,, Z,, v =1,...,m, projektive Koordinaten fiir die iibrigen
m Faktoren.

Wir definieren die Untervarietat Wy := Wy (d, m) von II; durch die 3m
homogenen Gleichungen

F, == Y TuXYjzb =0
i+j+k=d
OF,

G, = =0 2
X, (2)
OF,

H, = 3y, =0 v=1,...,m.

Sind P, ..., P, singulire Punkte von C, so liegt (C, Py,...,P,) € I
offensichtlich in Wj. Ist umgekehrt (C, Py, ..., P,) ein Punkt von W} und
liegen alle Punkte P, im affinen Teil D, (Z) von B2, so sind P,. .., P, sin-
guldre Punkte von C. Insbesondere gilt nach dem zweiten Spezialfall von
Satz 2

dim Wy = dim V4(2P;,...,2P,) +2m =N —1—3m+2m =N — 1 —m.

Satz 3. Ist C eine ebene, projektive Knotenkurve mit den Knoten Py, ..., Py,
so ist (C, Py, ..., P,) ein nicht-singulirer Punkt von Wy.

Beweis. Sei also C' eine solche Kurve und P, ..., P, ihre Knoten. In II,
gehen wir zu den affinen Koordinaten

¢ - ﬂ,j,k T, — XI/ Yy, = YI/
ivjvk - Y v ) v — 5
TioJo,ko Zy Zy

so iiber, daf§ der Punkt (C, P,..., P,,) in der dadurch entstandenen Unter-

varietét W), von
I, == AN < A7 x -+ x A?
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liegt. Genauer ist die affine Variatét W) definiert durch die Gleichungen

fo = Z ity = 0

i+j+k=d

of,
gl/ T 6$V - 0 (3)
h, = ggj;::o v=1,...,m.

Wir haben also zu zeigen, dafl die Matrix

df,
J:=| dg,
dh,

v=1,...m

in dem zu (C, Py, ..., P,) gehorenden, affinen Punkt (C’, P{,..., P ) den
Rang

N—-142m—dimW,=N—-142m— (N —-1—m) =3m

hat. J ist eine (3m) x (N — 1+ 2m)-Matrix und setzt sich aus den folgenden
Blocken zusammen:

ofy dfy v
8751 g,k v=1,..., m 8Z‘M v=1,..., m Yu v=1,..., m
i+j+k=d p=1,..., m =1,..., m
gy A9y Ogy
J = 6ti,j,k v=1,....m 62?“ v=1,....m 8:1/,,, v=1,....m
i+j+k=d p=1,..., m p=1,..., m
Ohy dhy dhy
ati,j,k v=1,....m 893H v=1,....m 83/” v=1,....m
i+j+k=d p=1,....m p=1,....m
Dabei wurden die Variablen z1,y1, €2, 42, ..., Tm, Ym Neu geordnet zu xq, s,
ey Ty YL, - - -5 Ym. Dies entspricht einem Basiswechsel und hat keinen Ein-

flul auf den Rang von J.
Wir betrachten die Blockmatrizen einzeln im Punkt (C’, P/, ..., P/ ). Die

oberen Blocke rechts und in der Mitte sind beide Null, da fiir alle y # v

die partiellen Ableitungen gg{ ~ und % verschwinden und auBerdem die P,
w w

singuldre Punkte von C” sind, d.h.

v iy _ N Aty
axl/ (Pu) - gl/(Pl/> - O? 8:%,

(P)) =h,(P) =0, v=1,...,m.
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Wir betrachten nun die (2m x 2m)-Teilmatrix der vier Blocke unten rechts
von J in einer neuen Basis, die dadurch entsteht, dafl wir die obige Spalten-
vertauschung wieder riickgéngig machen und aulerdem auf die gleiche Weise
die Zeilen vertauschen. Man erhilt eine Matrix, die aus den m? Blocken

% fy % fy
dx2 Oruypu
2% fy 9%fy
Oy Byﬁ v=1,...,m

besteht. Sie sind fiir v # p sémtlich Null, es bleiben also nur die Diago-
nalblocke stehen. Diese haben nach Lemma 5 eine von Null verschiedene
Determinante, weil die P/, Knoten sind. Der gesamte untere rechte (2m x 2m)-
Block von J ist daher invertierbar.

Es ist also der Rang der oberen linken Teilmatrix zu bestimmen. Sie hat
die Gestalt

i .
(OZV 1],) 1{:1 ..... m

wenn die Knoten P, die Koordinaten (ay,, 3,) haben. Ihr Kern ist also gerade
der Vektorraum Vy(Py, ..., Py,)U{0}, dessen Dimension wir nach dem ersten
Spezialfall von Satz 2 kennen. Wir erhalten insgesamt:

rang J(C',P[,...,P!) = N —1+2m—dimKerJ(C", P|,...,P))
= N—1+2m—(N—1-m)
= 3m. L]
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4 Hochheben von Kurven

Sei C' eine irreduzible, vollstdndige Kurve iiber einem Koérper £ und C—C

ihre Normalisierung. Dann kann man das geometrische Geschlecht p,(C) von

C aus dem arithmetischen Geschlecht pa(C) von C und der sog. Singula-
rititszahl 6(C') von C berechnen:

p4(C) = pa(C) = 5(C). (4)

Die Singularitéitszahl mifit den Grad der Singularitit der Kurve C' und be-
rechnet sich aus der Anzahl und Struktur der singuldren Punkte von C. Sind
z. B. alle Singularitdten Knoten, so ist 6(C') einfach die Anzahl dieser sin-
guldren Punkte. Im allgemeinen ist §(C') eine nicht-negative ganze Zahl, und
es ist 9(C') = 0 genau dann, wenn C' nicht-singulér ist.

Ist nun C eine ebene, projektive Kurve iiber £ vom Grad d, so berechnet
sich das arithmetische Geschlecht von C' zu

i) =12
und man erhélt die Pliickerformel
po(@) = T e )

4.1 Der Fall ebener Knotenkurven

Es sei jetzt k ein algebraisch abgeschlossener Korper, der positive Charakteri-
stik p habe. R sei ein kompletter, diskreter Bewertungsring der Charakteristik
0 mit k als Restklassenkorper. Mit K bezeichnen wir den Quotientenkorper
von R. Sei C eine irreduzible, ebene, projektive, m-fache Knotenkurve iiber k&
vom Grad d und P, ..., P,, ihre Knoten. C' habe das geometrische Geschlecht
g. Dann liest sich die Pliickerformel als

(d—1)(d-2)

g=——7f —— —m (6)

Wir wollen C' zu einer Kurve iiber R hochheben unter Erhaltung des
Geschlechts:

Satz 4. Es gibt eine ebene, irreduzible, projektive Kurve C vom Grad d tiber
R derart, daf$ gilt:

1. Die abgeschlossene Faser C, = C x Spec(k) ist die Kurve C, also eine
m-fache Knotenkurve vom Grad d.
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2. Die generische Faser Cx = € x Spec(K) ist ebenfalls eine m-fache
Knotenkurve vom Grad d.

Insbesondere haben Cp und Cx dasselbe arithmetische bzw. geometrische Ge-
schlecht.

Bevor wir Satz 4 beweisen, betrachten wir zwei Beispiele. Sei C'; zunéchst
eine ebene, affine, m-fache Knotenkurve iiber k£ vom Grad d und geometri-
schem Geschlecht g. C ist durch eine Gleichung f(x,y) = 0 gegeben. Wir
wollen C'y zu einer Kurve iiber R hochheben unter Erhaltung des Geschlechts.
Wegen der Relation (6) hat man daher das Polynom f € k[z,y| zu einem
Polynom ¢ € R[z,y| von gleichem Grad hochzuheben derart, daf8 iiber den
Knoten von f wieder Knoten liegen.

Beispiel 5. Sei
f=a -y —y’

und char(k) > 2. Uber k ist C; eine 1-fache Knotenkurve mit dem Knoten
(0,0). Wir miissen die Koeffizienten von f so hochheben, daf iiber (0,0) ein
Knoten liegt. Der Punkt (0,0) € A% spezialisiert zu (0,0) € A? und man
kann hier einfach ¢ = 22 — y? — y® wihlen. Die Wahl der Reprisentanten aus
den Restklassen der Koeffizienten und der Koordinaten der Knoten ist aber
keineswegs kanonisch. Zum Beispiel ist auch die durch ¢ = py + 22 — 3* —
y® definierte Kurve eine Hochhebung von f. Der Punkt (0,0) ist aber kein
singuldrer Punkt mehr von €, = Spec(R|xz,y|/(¢)), weil jetzt 1,(0,0) = p #
0 ist.

Beispiel 6. Die Kurve C'y mit
f=32"=3y* +2¢° +¢°

aus den Beispielen 1 und 3 ist eine 2-fache Knotenkurve mit den Knoten
(0,0) und (0,1). Wir haben schon gesehen, dafl man f nicht so naiv wie im
vorherigen Beispiel hochheben kann zu

¢ = 317 — 3y* + 2¢° + .

Denn tiber (0,0) liegt dann zwar in der Tat wieder ein Knoten, aber der
Punkt (0, 1) ist jetzt nicht mehr singuldr, weil ¢,(0,1) = p # 0 ist.

Im allgemeinen liegen iiber den Knoten also nicht-singulédre Punkte. Die
Idee ist nun mit den Gleichungen f(P;) = 0 auch die Gleichungen f,(P;) =
fy(P;) = 0 hochheben.
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Beweis von Satz 4. Durch einen projektiven Koordinatenwechsel auf B? kann
man erreichen, dafi die Punkte Pj,..., P, alle in dem affinen Teil D, (Z)
liegen. Da die Aussage des Satzes nur vom Isomorphietyp von C abhéngt,
nehmen wir also o. E. Py,..., P, € D, (Z) an.

Dann ist (C,Py,...,P,) ein Punkt auf der projektiven Varietit Wi,
die durch das Gleichungssystem (2) definiert ist. (C’, P},..., P ) sei wie-
der der zugehorige Punkt auf der affinen Varietat W), die durch die Glei-
chungen (3) definiert ist. Diese Gleichungen haben aber Koeffizienten in Z,
wir konnen sie daher als Gleichungen iiber R interpretieren. Auf diese Wei-
se definiert (3) auch ein abgeschlossenes Unterschema Wy, := W (d, m) von
I := AN ' x A% x - - - x A%. Die gesuchte Kurve € iiber R (bzw. genauer de-
ren affinen Teil ') erhdlt man nun durch Hochheben des k-wertigen Punktes
(C",P],...,P) € W/ zu einem R-wertigen Punkt (¢',Q1,...,Q,,) € Wg.
Dies geschieht mit Hilfe der folgenden Verallgemeinerung des Henselschen
Lemmas fiir Systeme von Polynomen in mehreren Variablen ([Mum, S. 247]):

Satz 5 (Henselsches Lemma fiir Varietéiten). Sei R ein kompletter lo-
kaler Ring mit maximalem Ideal m und Restklassenkorper k. Seien fi, ...,
fn € Rlx1,...,2,) und ay, ..., a, € k. Es bezeichne f; das Bild von f; in
klxi,...,z,]. Es gelte

(1)  filay,. - Q) == fulay,...,a,) =0 und
(ii) det (gﬁ) (a1,...,a,) #0.

Dann gibt es (eindeutig bestimmte) Elemente oy, ..., an € R, so dafs gilt:

(1) a;=a; (modm) firalle i=1,...,n

(2) filag,...,an) == fulag,...,a,) =0.
Bewers. Wir approximieren die gesuchten Elemente o, ..., a, schrittweise
und zeigen dazu induktiv, daB es fiir alle r > 1 Elemente a\”,...,a") € R

gibt, so daf} fiir alle : = 1,...,n die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) a” =a; (modm)
@) fi@”,.. ")y =0 (modm")

’ '

3) a” =a"™  (mod m")

% i

Die Elemente o := lim azm erfiillen dann die Bedingungen (1) und (2) des

T—00

Satzes.
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Fiir r = 1 geniigt es beliebige Repréasentanten agl), e ,ag) der Elemente

ai,...,a, € kin R zu wahlen. Sei also r > 2. Wir setzen aETH) = aﬁ” + €

mit noch zu bestimmenden ¢; € m". Dann ist

Filal™ ety =
r & a %
A ) S iy a) e (mod mi ),
- 8@-
7j=1
Um die Bedingung (2) zu erfiillen haben wir €y, ..., €, so zu bestimmen, daf
fl(agr), . ,ag)) of €1
: —l—(al)(al,...,an)- : | =0 (modm™).
x .
fulal”,... all) ’ n

Die Voraussetzung (ii) besagt nun, daf die Determinate der Matrix

df;
(3xfj) (a1,...,an)

eine Einheit in R ist. Daher gibt es eine dazu inverse Matrix B = (b;;) mit
Eintréagen aus R und man kann

== by il )
j=1

setzen. Es ist dann ¢; € m”, weil die f;(a{”, ..., a) nach Induktionsvoraus-
setzung (2) in m” liegen. Daher gilt auch (3) und wieder induktiv schlieBlich
auch (1). O

Der Satz ist anwendbar auf die Varietat W), weil Satz 3 besagt, dafi der
Rang der Matrix

df,,
J=| dg,
dhy ),
im Punkt (C", P/, ..., P)) gleich 3m ist. Es gibt also homogene (sogar linea-
re) Polynome py,...,pn_1-m aus dem Koordinatenring von II) derart, daf
fuos9u,hu, D1, DN-1-m, ¥ = 1,...,m, die Voraussetzungen des Satzes im
Punkt (C', P},..., P))) erfiillen.
Der Satz garantiert dann die Existenz eines Punktes (€', Q1,...,@Q),) €
W, der nach (C', P/, ..., P)) spezialisiert. € ist also eine affine Kurve tiber
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R vom Grad d, die die Gleichungen (3) erfiillt, d.h. @},..., @/, sind sin-
guldre Punkte von €. Die @)} sind paarweise verschieden, weil sie modulo m
paarweise verschieden sind.

Die abgeschlossene Faser €’ x Spec(k) von € ist die Kurve C”. Die Punkte
P! = Q) x Spec(k) sind also Knoten. Die generische Faser €} = €’ x Spec(K)
ist aber auch eine m-fache Knotenkurve. Ist ndmlich o. E. P’ = (0,0) ein
Knoten von C’; so hat die C” definierende Gleichung f € k[x,y] die Form

f=fy+---+f, fi homogen vom Grad i,

und fy = [yl ist das Produkt zweier teilerfremder Linearformen. Sei o. E.

Q' = (0,0) € A% der iiber P’ liegende Punkt. Dann hat die €' definierende
Gleichung ¢ € R[z,y| die Form

d=¢o+ -+, degg;=1i, fi=¢ :=¢ (modm),

weil @' ein singuldarer Punkt ist. Das gewohnliche Henselsche Lemma sichert
nun die Existenz von Linearformen Aj, Ay € R[z, y| mit

¢2 = )\1)\2 und Xz = li, 1= 1,2

Die \; sind teilerfremd, weil sie es modulo m sind, und mit der Bemerkung
nach Lemma 6 bedeutet das, dafl @’ ein Knoten von €’ ist.

Daher sind die Punkte @ Knoten von €’ und die beiden Fasern haben
dieselbe Anzahl m von Knoten als einzige Singularititen.

Es sei nun € der projektive Abschlufl von € in P3. Dann ist € eine ebe-
ne projektive Kurve vom Grad d iiber R. Die abgeschlossene und generische
Faser von € haben denselben Grad (also auch dasselbe arithmetische Ge-
schlecht) und dieselbe Singularitétszahl (Im Unendlichen ist € nicht-singulér,
weil € es ist.) und daher aufgrund der Formel (5) auch dasselbe geometrische
Geschlecht. O

4.2 Der allgemeine Fall: Beweis des Hauptsatzes

Wir wollen uns jetzt nicht mehr auf ebene Kurven beschrinken und schlief3-
lich das eingangs gestellte Hochhebeproblem 16sen. Sei also Cy eine irreduzi-
ble, nicht-singulére, projektive Kurve iiber k£ vom Geschlecht g. Wir zeigen:

Satz 6. Es gibt eine irreduzible, glatte Kurve Cy tber R derart, daf$ die
Fasern von Gy irreduzible, nicht-singuldre Kurven vom Geschlecht g sind und
die abgeschlossene Faser (Cy)y isomorph zu Cy ist.

32



Beweis. Cjy ist birational dquivalent zu einer ebene Knotenkurve C' C B2 C
hat also das gleiche geometrische Geschlecht wie Cj. Sei

C" = Spec (k[z,y]/(f(z,y))

eine affine, offene Teilmenge von C die alle Knoten von C' enthalte.
Wir behaupten zunéchst, daf§ wir f nach einem linearen Koordinaten-
wechsel von der Form

fay) =y +ar(@)y™ + -+ ag1(2)y + ag(z)

mit a;(z) € k[z] und deg f = d annehmen koénnen. Fiir a € k betrachten wir
dazu die lineare Transformation

r — o i=x—ay

Bezeichnet f; den homogenen Teil vom Grad d von f, so ist der Term
héchsten Grades in y von fy(z' + ay,y) gerade fy(a,1)y?. Wir miissen das
transformierte Polynom f'(2',y) := f(2' 4+ ay, y) also noch durch den Faktor
fa(a, 1) teilen und betrachten dazu f4(a, 1) als Polynom in a. Per Definition
kann dies nicht das Nullpolynom sein. Nun hat der Kérper k£ unendlich viele
Elemente, weil er nach Voraussetzung algebraisch abgeschlossen ist. Daher
ist fq(a, 1) auch nicht die Nullabbildung, d.h. fiir jedes hinreichend allgemei-
ne a € k gilt f4(a,1) # 0, und die Behauptung ist bewiesen. (Die Aussage
folgt auch aus dem Noetherschen Normalisierungssatz, ein Spezialfall dessen
wir hier bewiesen haben, namlich daf§ die Ringerweiterung

kla] & k[2'] — k', y]/(f') = klz,y]/(f)

ganz ist, s. u. und vgl. [Eis, Thm. 13.3].)

Wie in Satz 4 heben wir jetzt C’ zu einer ebenen, affinen Kurve €’ gleichen
Grades iiber R hoch. € ist dann durch eine Hochhebung ¢ von f definiert
und ¢ hat die Form

d(z,y) = ay’ + oan(x)y " 4 -+ aa1(2)y + aalz)

mit o;(z) € R[z], deg ¢ = dund o € R\m = R* (andernfalls hiitte f = ¢ = ¢
mod m nicht den Grad d). Wir koénnen diese Gleichung also noch durch «
teilen und nehmen daher ab jetzt o = 1 an.

Wir betrachten jetzt den aus den natiirlichen Abbildungen zusammenge-
setzten, injektiven Ringhomomorphismus

0 : R[z] — R[z,y] — Rlz,y]/(¢),
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und die so bestimmte Ringerweiterung R[x,y]/(¢) / R[z]. Die Reduktion mo-
dulo (¢) der oben erhaltenen Gleichung

oz, y) =y’ + ar(@) fT + -+ agoa(2)y + aa(w)

ist nun eine Ganzheitsgleichung fiir das Bild von y in R[z,y]/(¢) tiber R|x],
d.h. R[z,y]/(¢) ist ganz iiber R[z]|. Daher induziert 6 einen endlichen Mor-
phismus

0" : € = Spec (R[z,y]/(¢)) — Spec(R[z]) = Aj
von affinen R-Kurven.

Sei nun ® € R[X,Y, Z] die Homogenisierung von ¢ (Die projektiven Ko-

. . .. X Y.
ordinaten seien so gewihlt, dal z = & und y = %):

XY, Z) =Y+ B(X, )Y b+ B (X, 2)Y + Bu(X, Z) (7)
Wie im Beweis von Satz 4 sei
C:= Proj (R[X,Y, Z]/(®))

der projektive Abschlul von €’ in B2. Wir gehen analog dem affinen Fall vor
und definieren den graduierten Ringhomomorphismus

©: R[X,Z] — R[X,Y, Z] — R[X,Y, Z]/(®)

als Verkettung der natiirlichen Abbildungen. Dieser induziert zunéchst le-
deglich einen Morphismus von der offenen Teilmenge

U:={p € Proj (R[X,Y, Z]/(®)) | p 2 O(R[X, Z];)} C €

nach Proj(R[X, Z]) = P}, wobei wir mit R[X, Z|, das Ideal des graduierten
Ringes R[X, Z| bezeichnen, das aus allen Elementen von positivem Grad
besteht. Wir zeigen, dal € = U ist. Sei also p € €, d.h. p ist ein homogenes
Primideal in R[X,Y, Z]/(®) mit der Eigenschaft p 2 (R[X,Y, Z]/(®))+. Es
ist zu zeigen, dafl p 2 O(R[X, Z],) ist. Angenommen, das wére nicht der
Fall. Dann enthielte p alle Polynome in X, Z vom Grad > 0. Aufgrund der
Relation (7) wire dann auch Y und somit auch Y in p enthalten. Also
enthielte p alle homogenen Polynome modulo (®) von positivem Grad im
Widerspruch zu p 2 (R[X,Y, Z]/(®)).
Wir erhalten also einen Morphismus von projektiven R-Kurven

0*: C — Py.
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Wir zeigen als néchstes, dal auch ©* endlich ist. In der Tat, C ist iiberdeckt
von den beiden offenen, affinen Teilmengen

D (X) und D,(2).

Auf D,(Z) ist ©* induziert von 6 : R[z] — R[z,y]/(¢), dessen End-
lichkeit wir oben schon gesehen haben. Auf D, (X) ist ©* induziert von
¢ : R[] — R[y,7']/(®'), wobei ¢ = X,2/ = £ und ¢’ die Dehomoge-
nisierung von ® bzgl. X ist. Dieser Ringhomomorphismus ist aber aus dem
gleichen Grund endlich: Dehomogenisierung der Gleichung (7) bzgl. X liefert
eine Ganzheitsgleichung fiir das Bild von ¥/ in R[y/, 2’| /(¢') iiber R[Z'], d.h.
¢ ist endlich. N

Sei nun € — € die Normalisierung von € und sei B} — P} die Nor-
malisierung von P} im Funktionenkérper K (€') von € (K (€')/K(t) ist von
dem endlichen Morphismus €' — A}, — B3 induziert). Weil ©* endlich ist,
ist auch die Verkettung C—C— P} endlich, und es folgt, daf die beiden

Normalisierungen € und P} isomorph (iiber P}) sind. Insgesamt erhalten wir
das kommutative Diagramm

e ¢ ¢’
%l l@* l@* (8)
Pl P} Al

Aus Abschnitt 2 wissen wir, da8 die Normalisierung von P! iiber dem diskre-
ten Bewertungsring R flach ist. Also gilt dies auch fiir e.

Nach Konstruktion (vgl. Satz 4) ist € eine ebene, projektive Knotenkurve
iiber R, deren Fasern dasselbe geometrische Geschlecht g haben und deren
abgeschlossene Faser €y isomorph zu C' ist. Wir behaupten, dafi die Kurve €
die gesuchte Kurve €y ist und betrachten dazu das kommutative Diagramm

Cr Cr Spec(K)

I I

C C Spec(R) (9)
I I

Cr Cr Spec(k).

Dabei bezeichnet Cr := € x Spec(K) die generische und €= Cx Spec(k)
die abgeschlossene Faser von C.
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Die generische Faser Cr st gleich der Normalisierung der generischen
Faser Cg, weil Normalisieren mit Lokalisieren vertauscht. B

Die abgeschlossene Faser €, ist irreduzibel. In der Tat, wir betrachten Cy
wie im Diagramm (8) als Kurve iiber Bi. Dann liegen die generischen Punkte
7; von ék iiber dem generischen Punkt 1 von Bi. Der lokale Ring OPI%W ist
gerade der Bewertungsring der

Gaufibewertung v; auf K (t) = K(PB}). Die generischen Punkte der abge-

schlossenen Faser Cj entsprechen den Fortsetzungen von v; auf K(C). Nun

ist aber
[K(C) : K(t)] = [K(€) : K(t)] = [K(Cy) : k(t)],

somit hat v; (wegen der fundamentalen Ungleichung fiir die endliche, sepa-
rable Korpererweiterung K (C)/K (t)) eine eindeutige Fortsetzung auf K(é)
Das bedeutet, daf iiber 1 genau ein generischer Punkt 7 von e liegt, und
dieser ist der generische Punkt der abgeschlossenen Faser Cy. B

Im Teildiagramm unten links von (9) induziert die Normalisierung ¢ —
C den birationalen Morphismus

Cr =€ x Spec(k) — € x Spec(k) = €y

auf den abgeschlossenen Fasern. B

Wir zeigen jetzt, dafl die Fasern von C nicht-singulére Kurven sind. Fiir
die generische Faser ist das klar, da Cx eine normale Kurve iiber K ist.
Insbesondere sind dann das arithmetische und das geometrische Geschlecht
von Cg gleich. Die beiden Fasern Cx und € haben nun beide das gleiche
geometrische Geschlecht wie die Kurve € = (', weil das fiir die Kurve Cx der
Fall ist und das geometrische Geschlecht eine birationale Invariante ist. Die
arithmetischen Geschlechter der Fasern sind aber auch gleich, weil € flach
iiber R ist. Daher haben wir mit Formel (4) insgesamt

Pa(Ch) = pa(Ck) = py(Cr) = py(Cr) = Pa(Ch) — 8(Cy),

also 5(@@ =0, d.h. G ist nicht-singulér.

e — Spec R ist also ein flacher Morphismus von endlichem Typ dessen
abgeschlossene Faser eine nicht-singulédre Kurve ist. Daher (vgl. [Mum, S.
304]) ist € — Spec R glatt (von relativer Dimension 1). Insbesondere ist
der birationale Morphismus

Cp — C(C — O

ein Isomorphismus von k-Kurven. Die Kurve Cj := C erfiillt somit alle For-
derungen von Satz 6. O

36



Beispiel 7. Wir wollen jetzt auch die 2-fache Knotenkurve C'y mit
f=32" =3y +2y° + ¢

aus Beispiel 1 {iber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper der Charakte-
ristik p > 3 hochheben. Dazu haben wir gleichzeitig Hochhebungen zu finden
fiir

e die Koeffizienten von f(z,y) = 3% — 3y? + 2¢° + 17,
e die Koordinaten der Knoten (0,0) und (0, 1),

e die Koeffizienten der Gleichungen f,(0,0) = f,(0,0) = 0 und f,(0,1) =
f,(0,1) =0.

Wir heben die Knoten zu (0,0) bzw. (0,1) € A% hoch. Wir miissen jetzt
andere Reprasentanten der Restklassen der Koeffizienten von f als in Beispiel
6 wahlen.

Um die Bedingung ¢,(0,1) = 0 zu erfiillen méchte man

o(x,y) = —py + 32° — 3y> + 2y° + ¢

setzen, d.h. den Koeffizienten 0 bei y zu —p hochheben. Aber dann ist (0, 0)
kein singuldrer Punkt mehr von C,.
Wir heben jetzt 1 bei y? zu 1 — p hoch und 0 bei y?~! zu p. Dann ist

¢(z,y) =32 = 3y° +2y° + py* " + (1 — p)y?

und in der Tat erfiillt €, = Spec(R[z,y]/(¢)) jetzt die geforderten Eigen-
schaften:

1. ¢ ist eine Hochhebung von f, weil
¢=¢ (modm)=32?—3y*+2y° +y* = f.
2. (0,0) und (0, 1) liegen auf Cy, weil
#(0,0) =0 und ¢(0,1)=-34+2+p+1—p=0.
3. (0,0) und (0, 1) sind singulére Punkte von C,4, weil

¢p =61, ¢y = —6y+6y° +p(p—1)y" > +p(1 —p)y""
und daher

¢(0,0) = ¢,(0,0) =0 und  ¢5(0,1) = ¢,(0,1) = 0.
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